



















access  the  motor  torques  and  other  parameters,  hindering  the  possibility  of  carrying  out  a 
customized control. A good alternative to achieve a custom force control is sending the output of 
the  force regulator  to  the robot controller  through motion commands  (inner/outer  loop control). 
There are different types of motion commands (e.g., position or velocity). They may be implemented 
in  different ways  (Jacobian  inverse  vs.  Jacobian  transpose),  but  this  information  is  usually  not 
available for the user. This article is dedicated to the analysis of the effect of different inner loops 
and their combination with several external controllers. Two of the most determinant factors found 












































Commonly,  commercial  manipulators  do  not  allow  direct  access  to  the  actuator  torques; 
therefore, a  torque‐based  control  cannot be used. However, most  commercial manipulators have 
built‐in position controllers. Some also have the possibility of velocity regulation. In these cases, it is 
possible  to  achieve  a  force  control  by  using  inner/outer  controllers  that  consists  of  an  inner 


























task planning. Section 6 exposes  the  results and discussion of  the experiments performed with a 






𝑴 𝒒 𝒒   𝑪 𝒒,𝒒   𝑮 𝒒   𝑲𝒒 𝒒 𝜽   𝑭𝒒𝒒   𝑫 𝒒 𝜽 𝑱𝑻 𝒒 𝒇, (1)
𝑩𝜽   𝑲𝒒 𝜽 𝒒   𝑭𝜽𝜽   𝑫 𝜽 𝒒 𝝉,  (2)
where  𝒒 ,  𝒒 ,  and  𝒒   are  the  𝑛 1   vectors  of  position,  velocity,  and  acceleration  of  links, 
respectively.  𝜽 ,  𝜽 ,  and  𝜽   are  the  𝑛 1   vectors  of  positions,  velocities,  and  accelerations  of 
motors. 𝑴 𝒒   is  the  𝑛 𝑛   robot  link  inertia matrix,  𝑪 𝒒,𝒒   is  the  𝑛 1   vector of centrifugal 
and  Coriolis  torques,  𝑲𝒒   is  the  𝑛 𝑛   diagonal matrix  of  joint  stiffness  coefficients,  𝑮 𝒒   is 
𝑛 1   vector of gravitational  torque, and 𝑩  is a  𝑛 𝑛   constant diagonal matrix,  including  the 
rotor inertia in the gear ratios.  𝑭𝒒,  𝑭𝜽, and 𝑫  contain, in this order, the viscous coefficient in the link 
side, the viscous coefficient in the motor side, and the damping of the elastic springs at the joints.  𝝉 
is the  𝑛 1   input vector of driving torques,  𝒇  is the  𝑛 1   vector of contact force exerted by the 
end effector on the environment, and  𝑱 𝒒   is the Jacobian matrix that relates joint velocities  𝒒 with 
the vector of end‐effector velocities,  𝒙. The Jacobian is assumed to be non‐singular. The transpose of 
the matrix,  𝑱𝑻 𝒒 , also relates the end effector force with the joint torques. 
𝒙  𝑱 𝒒 𝒒,  (3)
𝝉 𝑱𝑻 𝒒 𝒇,  (4)
For analysis purposes, the environment is modelled as a frictionless and elastically compliant 
plane, which  is very common  in  force control  [18,29,30]. One contact point  is considered, and  the 
contact force is expressed as 
𝒇 𝑲𝒆 𝒙 𝒙𝒆 ,  (5)




kinematics  of  the  robot  are  included  through  the  inner  loop.  In  addition,  this  control  is  easy  to 
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The sampling period of  the  inner  loop, established  initially for position control, could be  too 
slow  for  force  control. Some  functions necessary  for  control  (e.g.,  the  Jacobian matrix)  cannot be 
implemented  using  the  set  of  commands.  Due  to  the  sampling  period,  if  the  external  loop  is 
implemented through an external computer, there will be communication delays. 
The general block  schemes  of  the  typical  configurations  of  inner/outer  loops, with  an  inner 
position  loop  and  an  inner  velocity  loop,  are  shown  in  Figure  1.  The  force  of  environment  𝒇𝒆 
measured with the force sensor is compared with the desired force  𝒇𝒅. After that comparison, force 
error  𝒆𝒇  is generated. This error is used by the force controller to produce the reference of absolute 





of  the  process.  In  the  diagrams,  the  only  difference  between  position  and  velocity  lies  in  the 







some of the most relevant, where  𝒖  is the control action applied over the inner loop,  𝒇𝒅  and  𝒇  are 
the reference and measured force, respectively.  𝒇𝒅  and  𝒇  are the reference and measured derivative 
force,  respectively.  𝑲𝒑𝒇 ,  𝑲𝒅𝒇 ,  and  𝑲𝒊𝒇   are  the gain matrices  of  the proportional, derivative,  and 
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Proportional Derivative—PD  𝒖 𝑲𝒑𝒇 𝒇𝒅 𝒇   𝑲𝒅𝒇 𝒇𝒅 𝒇 ,  (6) 
 
Proportional with Velocity feedb—PV  𝒖 𝑲𝒑𝒇 𝒇𝒅 𝒇 𝑲𝒗𝒇𝒙,  (7) 
 




𝒖 𝑲𝒑𝒇 𝒇𝒅 𝒇 𝑲𝒗𝒇𝒙   𝑲𝒊𝒇 𝒇𝒅 𝒇 𝑑𝑡,  (9) 
 















need  to switch regulators and  their associated problems. Second, they proposed switching off  the 
proportional constant and  the  feedforward  to attenuate  the  impact. Therefore,  the stability of  the 
system is improved through a better dissipation of energy. 
In Siciliano, B. et al. [33], researchers studied two cases of external loops for different inner loops. 


























Another  important  factor  is how  the  inner  loop coordinate  transformation  is performed. The 
force control must be programmed  in cartesian space. However, the motors are controlled  in  joint 




In  the first case, the first step  is to compute the cartesian position error and use  the  Jacobian 
inverse  to  transform  it  into  joint  coordinate errors. Then,  the  control action  is  carried out.  In  the 
second case, the regulator is applied directly to the cartesian position error. The result is multiplied 






In  Section  4.1,  the  cartesian  stiffness matrix  is  analysed  depending  on  the  location  of  the 














The  mechanical  deformations  occur  in  joint  space.  Regarding  the  controller,  it  can  be 





where  𝝉  is the vector of motor torques, 𝑲𝒒  is the diagonal stiffness matrix, and  ∆𝒒  is the vector of 
differences between actual joint and reference positions. 
The force control tasks are programmed in the cartesian space. Thus, for a good performance, it 
is  crucial  that  the  robot  deviates  from  the  nominal  cartesian  trajectory  as  little  as  possible.  The 





𝑲𝒙 𝑱 𝑻 𝒒 𝑲𝒒 𝑱 𝟏 𝒒 ,  (12)







𝑲𝒙 𝑱 𝑻 𝒒 𝑲𝒒 𝑲𝒈 𝑱 𝟏 𝒒 ,  (14)
where 𝑲𝒈
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This way, it is possible to control as feedback the position of the motor or the position of the link. 
Besides, the motor or the link velocities can be controlled, too. Thus, there are several possibilities: 





𝑲 𝒒 𝜽 𝑱𝑻𝒇,  (15)
𝑲 𝜽 𝒒 𝝉 𝑲𝒑𝜽 𝜽𝒅 𝜽 ,  (16)






𝒒 𝜽 𝑲 𝟏𝑱𝑻𝒇 𝜽𝒅 𝑲𝒑𝜽




positions are equivalent and assuming the reduction factor 𝑁 1, we can consider that  𝜽𝒅 𝒒𝒅. For 
small deformations,  ∆𝒙  and  ∆𝒒  can be related, 













𝑲 𝒒 𝜽 𝑱𝑻𝒇,  (21)
𝑲 𝜽 𝒒 𝝉 𝑲𝒑𝒒 𝒒𝒅 𝒒 ,  (22)
where  𝒒𝒅  is the desired link position, and 𝑲𝒑𝒒  is the proportional gain matrix of the link position 
control. Solving for 𝒒  from Equation (22), 
𝒒 𝒒𝒅 𝑲𝒑𝒒𝟏𝝉 𝒒𝒅 𝑲𝒑𝒒𝟏𝑱𝑻𝒇,  (23)
therefore, the link positions will be affected only by the active stiffness of the joint motion control, 
𝑲𝒑𝒒𝟏. The stiffness matrix will be 




the  type  of  control.  Considering  the  control  input,  𝝉,   as  a  proportional‐integral  with  gravity 
compensation, 𝑮 𝒒 , 
𝝉 𝑲𝒑𝒒 𝒒𝒅 𝒒   𝑲𝒊𝒒 𝒒𝒅 𝒒 𝑑𝑡   𝑮 𝒒 ,  (25)
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where  𝒒𝒅  is the desired link velocity, 𝑲𝒑𝒒  is the proportional gain matrix, and 𝑲𝒊𝒒  is the integral 
gain matrix of the velocity control. 
The integral term can be analysed as a proportional term regarding the position. 
𝝉 𝑲𝒑𝒒 𝒒𝒅 𝒒   𝑲𝒊𝒒 𝒒𝒅 𝒒 .  (26)
Considering the robot dynamics, Equations (1) and (2) and the input in a steady state, we have 
𝑲 𝒒 𝜽 𝑱𝑻𝒇,  (27)
𝑲 𝜽 𝒒 𝝉,  (28)
𝝉 𝑲𝒑𝒒𝒒𝒅   𝑲𝒊𝒒 𝒒𝒅 𝒒 .  (29)
Solving for 𝒒  from Equation (29), 
𝒒 𝒒𝒅   𝑲𝒊𝒒
𝟏 𝑲𝒑𝒒𝒒𝒅 𝝉 𝒒𝒅   𝑲𝒊𝒒
𝟏 𝑲𝒑𝒒𝒒𝒅 𝑱𝑻𝒇 .  (30)
Ordering the equation, 
𝒇 𝑱 𝑻 𝑲𝒊𝒒 𝒒𝒅 𝒒   𝑲𝒑𝒒𝒒𝒅 𝑱 𝑻 𝑲𝒊𝒒𝑱 𝟏 𝒙𝒅 𝑥   𝑲𝒑𝒒𝒒𝒅 .  (31)
Hence, the cartesian stiffness matrix of the robot will be, 
𝑲𝒙 𝑱 𝑻𝑲𝒊𝒒𝑱 𝟏. (32)




𝝉 𝑲𝒑𝒒 𝒒𝒅 𝒒 ,  (33)















proportional‐integral‐derivative will not be studied since  it guarantees zero error  if  the system  is 
stable. 
Regarding the inner loops, both possibilities—Jacobian inverse and Jacobian transpose—will be 
contemplated. Every combination of  inner and outer  loop will be  studied. The deductions of  the 
formulae will be omitted for briefness. Only the final results will be presented. 








𝒇 𝑰  𝑲𝒑𝒙𝑲𝒆𝟏
𝟏
𝑲𝒑𝒙𝒙𝒅 𝑲𝒑𝒙𝒙𝒆 ,  (38)





𝝉 𝑲𝒑𝒒 𝒒𝒅 𝒒   𝑮 𝒒 ,  (39)
where 𝑲𝒑𝒒  is the gains matrix of the proportional control in the joint space. 
Replacing Equation (39) in dynamics and resolving for steady‐state force, we have 
𝒇 𝑰  𝑲𝒑𝒙𝑲𝒆𝟏
𝟏
𝑲𝒑𝒙𝒙𝒅 𝑲𝒑𝒙𝒙𝒆 ,  (40)
where 𝑲𝒑𝒙 𝑱 𝑻𝑲𝒑𝒒𝑱 𝟏  is  the active  stiffness  in  cartesian  space, which  is  calculated  through  the 
coordinate transformation expressed in Equation (12). 




The main difference  in  these methods  is  that  the  Jacobian  inverse matrix,  𝑱 𝟏 , and  Jacobian 
transpose matrix,  𝑱 𝑻, appear in the term 𝑲𝒑𝒙  due to the transformation of the active joint stiffness 
into  the  cartesian  space.  This  transformation  of  coordinates  implies  that  the  Cartesian  stiffness 
depends on the actual position where the robot is, so it will not be constant during a given trajectory. 









𝐽   PV  𝒇 𝑰  𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒑𝒇   𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒆𝟏
𝟏
𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒑𝒇𝒇𝒅 𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝒙𝒆 ,  (41) 
 
𝐽   P + FF 
𝒇 𝑰  𝑲𝑷𝒙𝑺𝒇𝑲𝑷𝒇   𝑲𝑷𝒙𝑺𝒇𝑲𝒆𝟏
𝟏




𝐽   PV  𝒇 𝑰  𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒑𝒇   𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒆𝟏
𝟏
𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒑𝒇𝒇𝒅 𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝒙𝒆 ,  (43) 
 
𝐽   P + FF 
𝒇 𝑰  𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒑𝒇   𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒆𝟏
𝟏
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Here,  𝑺𝒇  is the selection matrix of the force direction, 𝑲𝒑𝒇  is the compliance matrix of the force 
control, and  𝑰  is the identity matrix. 




𝒇 𝒇𝒅   ⟺𝑭𝑭 𝑺𝒇𝑲𝒆𝟏   𝑲𝒑𝒙𝟏 𝒇𝒅   𝑺𝒇𝒙𝒆,  (45)
and for the case of the Jacobian inverse, 
𝒇 𝒇𝒅   ⟺  𝑭𝑭 𝑺𝒇𝑲𝒆𝟏   𝑲𝒑𝒙𝟏 𝒇𝒅   𝑺𝒇𝒙𝒆,  (46)
In  Table  2,  the  final  value  for  the  steady‐state  force  depends  on  the  characteristics  of  the 






the environment, and  the proportional gain of  the  joint  control  transformed  into  cartesian  space. 







control. We can give the incremental difference  ∆𝒙𝒅  instead of  𝒙𝒅. 
4.3.1. Jacobian Transpose 










into  the  cartesian  space of  the  end  effector. However,  it  should be noted  that,  in an  incremental 
position loop, the force will not be affected by environmental conditions. 
Table 3 shows  the steady‐state  force obtained by replacing ∆𝒙𝒅  by  the algorithms exposed  in 
Table 1. 
 











𝐽   PV + FF  𝒇 𝑰  𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒑𝒇
𝟏
𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒑𝒇𝒇𝒅   𝑲𝒑𝒙𝑭𝑭 ,  (50)
 




𝐽   PV + FF  𝒇 𝑰  𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒑𝒇
𝟏
𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒑𝒇𝒇𝒅   𝑲𝒑𝒙𝑭𝑭 ,  (52)
 
Here,  𝑺𝒇  is the selection matrix of the force direction and 𝑲𝒑𝒇  is the active compliance matrix 
of the force control. 
The  force  control with  incremental position  loop depends only on  the active  stiffness of  the 
position  control,  𝑲𝒑𝒙   or  𝑲𝒑𝒙 ,  and  the  active  stiffness  of  the  force  control,  𝑲𝒑𝒇 .  Besides,  the 
feedforward  action  is  easier  to  implement  because  it  only depends  on  the  gains  of  the  position 
controls. For the case of Jacobian transpose, to obtain zero error, the feedforward should be 
𝒇 𝒇𝒅   ⟺  𝑭𝑭 𝑲𝒑𝒙𝟏𝒇𝒅,  (53)
and for the case of the Jacobian inverse, 
𝒇 𝒇𝒅   ⟺𝑭𝑭 𝑲𝒑𝒙𝟏𝒇𝒅,  (54)
In  summary,  the  incremental position control has an  important advantage over  the absolute 
position control; it does not depend on characteristics of the environment. 
4.4. Cartesian Velocity Inner Loop 











𝝉 𝑲𝒑𝒒 𝒒𝒅 𝒒   𝑮 𝒒 ,  (57)
where 𝑲𝒑𝒒  is the proportional gain matrix of the velocity joint control. 
Replacing Equation (57) in dynamics and resolving it for steady state, we can calculate the force 




stiffness of  the velocity  control.  In Equation  (56) depends on  the  cartesian  stiffness,  𝑲𝒑𝒙 ,  and  in 
Equation (58) depends on the  joint stiffness and the position of the robot due to the Jacobian term 
𝑲𝒑𝒙. 










𝐽   PV + FF  𝒇 𝑰  𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒑𝒇
𝟏
𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒑𝒇𝒇𝒅   𝑲𝒑𝒙𝑭𝑭,  (60) 
 




𝐽   PV + FF  𝒇 𝑰  𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒑𝒇
𝟏
𝑲𝒑𝒙𝑺𝒇𝑲𝒑𝒇𝒇𝒅   𝑲𝒑𝒙𝑭𝑭,  (62) 
 






𝒇 𝒇𝒅   ⟺  𝑭𝑭 𝑲𝒑𝒙𝟏𝒇𝒅,  (63)
and for the case of the Jacobian inverse, 
𝒇 𝒇𝒅   ⟺  𝑭𝑭 𝑲𝒑𝒙𝟏𝒇𝒅,  (64)
Moreover, if the velocity control is a proportional‐integral control, the force error in steady state 
will be zero. 
Summarizing,  the  incremental  position  control  and  the  velocity  control  are  very  similar. 
However, in real robots, they may behave in different ways. There are two main reasons for this. In 
one case, the inner loop uses the position proportional constants, while in the other case, it uses the 








The  physical  system  employed  in  this  study  is  shown  in  Figure  4.  The  robot  used  for  the 
experiments is a UR3 (Universal Robots A/S, Odense, Denmark). This robot arm has a six‐revolute‐
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the velocity and  acceleration values.  In our  case,  it was necessary  to  specify a  time of 8 ms as  a 
sampling period. Also, it was necessary to implement an external trapezoidal trajectory generator to 






























The stiffnesses of  the  joints were  identified experimentally. The robot was stopped while  the 
controller was working. Then different weights of 2 kg, 2.5 kg, and 3 kg were applied on the joints of 
the robot. The joint torques and joint positions were measured in the robot. The stiffness of each joint 
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The force error at the end of the stroke (from 150 s) is mainly due to the changes produced in the 
cartesian stiffness. This suggests that the position  loop  is made with the Jacobian  inverse method; 
therefore, the stiffness changes due to the change in position and the use of the Jacobian matrix. 
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In addition, the velocity loop is not affected by the position in the trajectory of the robot. This 




explained  previously.  The  internal  loop  used  in  all  the  cases  was  the  velocity  loop,  which 
demonstrated the best results. 
In force control is not only important tracking the reference force. The oscillations and peaks of 












of  the  sensor and  the  long  sampling period. Thus,  the  force derivative may  change  substantially 
during a sampling period. 









On  the  other  hand,  control with  feedforward  is  challenging  to  implement  since  it  requires 
knowledge of the active stiffness matrix of the position control. In this case, we consider a constant 
𝑭𝑭  gain for the feedforward action. 
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Due to the low sampling period and the fast dynamics of the interaction, both the integral action 





















P    0.001      4.9932  0.4445  0.13%  6.9728  3.2728  324  392 
PV    0.001    0.03  4.9897  0.4504  0.21%  6.8789  3.1789  231  420 
PD    0.001    0.03  4.9855  0.6097  0.29%  6.9084  2.9084  297  456 
PI    0.001  0.0001    4.9949  0.4484  0.10%  6.8634  3.5634  320  324 
PIV    0.001  0.0001  0.03  4.9945  0.4340  0.11%  7.1285  3.4285  204  355 
P + FF  1 10−6    0.001      4.9990  0.4531  0.02%  6.8982  3.2982  389  341 
Table 6 represents the value of the best experiments for every regulator (outer loop). It may be 
appreciated that the error is very small for all the outer loops. 







































Pt  %  Pt  %  Pt  %  Pt  %  Pt  %  Pt  %  Pt  % 
P  4  1.82  5  0.96  4  0.43  4  0.43  4  0.16  4  0.16  5  0.29  4.25 
PV  3  1.37  4  0.77  3  0.32  5  0.54  4  0.16  4  0.16  5  0.29  3.60 
PD  3  1.37  4  0.77  3  0.32  4  0.43  4  0.16  3  0.12  5  0.29  3.46 
PI  4  1.82  5  0.96  5  0.54  3  0.32  5  0.20  5  0.20  5  0.29  4.33 
PIV  4  1.82  5  0.96  4  0.43  5  0.54  4  0.16  5  0.20  5  0.29  4.40 
P + FF  5  2.28  5  0.96  4  0.43  2  0.21  5  0.20  3  0.12  3  0.18  4.37 










In both cases, the force  𝐹   remains stable in both experiments. Forces  𝐹   and  𝐹   are shown. The 
force  𝐹  was produced by the friction along the trajectory. The force  𝐹  was produced by the radial 
force due to the polishing tool. It can be seen as the force  𝐹   and  𝐹   increase if the force  𝐹   increases. 
















5  4.9525  0.2591  0.95%  5.6617  3.9617  1  0 
10  9.9666  0.2975  0.33%  11.056  8.4562  33  4 














obtains  the worse  results. Theoretically,  the  incremental position  loop and  the velocity  loops are 
equivalent.  However,  in  practice,  this  equivalence  depends  on  the  way  the  internal  loop  is 
implemented and the gains of the inner control. 
According to the way of the coordinate transformation is made by the robot controller (Jacobian 














Siciliano, B. et al.  [33]. However,  it has more peaks.  It may be enhanced  if  the  stiffness matrix  is 
introduced. Regarding  the  inner  control,  the  inner velocity  loop  gives  the  best  results, probably 
because it is implemented using the Jacobian transpose in the UR3. 
The force control is affected by the stiffness of the tool, as  is the case with the polishing tool, 






other hand,  for outer  loops, other  types of algorithms could be used,  like adaptive control or  the 
sliding mode. 
Author Contributions: Conceptualization, R.Z.‐S., R.P.‐U.,  and  S.C.G.R.; methodology, R.Z.‐S., R.P.‐U.,  and 
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